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I. Bevezetés

Bemenni az orara, felirni a tételt, bebizonyitani, gyakoroltatni (Iehetdleg jo sokat),
majd dolgozatot iratni, végiil azon sopankodni, hogy ezek a mai didkok semmit sem
tanulnak — valdban ennyib6l allna egy matematikatanar feladata? Rovid szakmai
tapasztalatoml azt mondatja velem, hogy semmiképpen sem. Szakdolgozatom célja,
hogy konkrét példakon keresztiil bemutassa a felfedeztetd matematika modszerét, s
annak sajat tanari munkdmban valo alkalmazasat. Néhany, a mddszerrel kapcsolatos
sikerélményre alapozva azt latom, a matematika felfedeztetése méltdo a tudoméanyok

kiralyndjének oktatdsdhoz.

A matematika felfedeztetd modszerii oktatdsa nem csak egy adott
tananyagrészhez vagy bizonyos témakorokhoz kothetd, ezt a valtozatossagot probaltam
meg szakdolgozatomban is érzékeltetni. Fontosnak tartottam, hogy dolgozatom II.
fejezetében bemutassam a moédszer torténeti kialakulasat és fejlodését. Arra is nagy
hangsulyt fektettem, hogy a bemutatdst ne korladtozzam le csupan a
feladatmegoldasokra, vagy csak a bizonyitdsokra, ezért dolgozatomban mindkettdvel
foglalkozok: egyes matematikai bizonyitasok felfedeztetd modszerrel torténd oktatasat a
I1l., a feladatmegolddsokat az V. fejezetben targyalom. A munkdm IV. fejezete a
téglalapok és négyzetek tokéletes illetve nem tokéletes darabolasanak példajan keresztiil
mutatja be a felfedeztetés nagyszerii lehetdségeit az érdeklddébb (példaul szakkoros)
diakok szamara is. frasom VIIL, egyben utolso fejezete a matematikai feladatok soran

megoldott hibakrol, a helyes hibakultira kialakitasarol, és annak eldnyeirdl szol.

12012 szeptembere 6ta vagyok a Neumann Janos Szamitastechnikai Szakk6zépiskola matematika és
kémia tandrnéje



Il. Torténeti attekintés

A felfedeztetd (masképpen: heurisztikus) tanitas els feljegyzett alkalmazasa
Szokratészhez kothetd: konkrét tapasztalatokbol mesterien feltett kérdések sorozatan
keresztiil juttatta el tanitvanyat az altalanos igazsagokig, mig ¢ maga végig hattérben

maradt. [1] Oktatasi modszere tehat induktiv volt.

Szokratész Ota azonban eltelt tobb mint két évezred. A heurisztikus oktatés
mondhatni  mell6zott  volt, mignem a XIX-XX. szazad forduldjan induld
reformpedagdgia mozgalmak ujra ratalaltak [1]. Az ipari fejlodés, a technika
korszerlisodése egyre inkabb igényelték a matematika és vele egyiitt a
természettudomanyok mélyebb oktatasat is. 1957. oktdber 4-én Szovjetunid palyara
allitotta az els6 miiholdjat, s ez az esemény kiilonosen az Amerikai Egyesiilt
Allamokban okozott hatalmas megdobbenést, melyet a torténelem ,,szputnyik-sokk”
néven Orokitett meg. A sokkot kdvetéen szamos matematika és természettudomanyos
oktatasmegujitdo kezdeményezés indult meg az USA-ban, s ezek a torekvések terjedtek
el minimalis idékiilonbséggel Nyugat-Eurdpaban, illetve néhany kozép- és kelet-eurdpai

orszagban is [2].

A felfedeztetd tanitds matematikdban €és a természettudomanyokban megujult
gyokerei ily modon az 1950-es évek Amerikajabol szarmaznak, s elsdsorban a
konstruktivista pedagodgiai mozgalmakhoz koéthetok. A nemzetkdzi szakirodalomban
»inquiry based learning”-ként emlegetett oktatasi mdodszer rokon mind a kutatasalapt
(researched based), mind a dizajnalapu (design based), mind pedig a problémaalapu

(problem based) tanulassal, ezért tobbféleképpen is kivitelezheto [3].

A szakirodalom a tanar feladatait a felfedeztetd tanulas soran a kovetkez6

pontokba sorolja [4]:

ea tanulok megismertetése a fobb célokkal

ea kiinduld kérdések megfogalmazasa, a felfedezés, a megbeszélés
szabalyainak kialakitasa

ea megbesz¢élés nyomon kovetése, hattérbdl torténd iranyitasa, esetleg

sajat vélemény kozlése



ea kovetkeztetések megfogalmazdsanak eldsegitése

ea végrehajtott gondolkodasi miveletek tudatositasa, rogzitése

A modern matematikai heurisztika atyjanak és kidolgozdjanak Polya Gyorgy
magyar matematikust tartjak, aki a Standfordi Egyetemen val6 professzorsaga alatt irta
meg matematikadidaktikaval kapcsolatos nézeteit. Polya Gyorgy egy matematikai

probléma megoldasanak 1épéseit négy pontba foglalja dssze [5]:

eFErtsd meg a feladatot
e K¢észits tervet
eHajtsd végre a tervedet

*Vizsgald meg a megoldast

Polya Gyorgy tobbszor hangstlyozza, hogy mindezeken a 1épéseken a didknak
kell végighaladnia, a tandr csupan segitséget nyujt azokon a helyeken, ahol a didk
elakad. A segitség ravezetd kérdések feltevésével valosul meg, de a didk sajat maga jon
rd a megoldasra. Polya nagy hangsulyt fektet a megfeleld feladat kivalasztasara és a jol
kérdezés technikajara is. Szerinte a feladat kivalasztasanal figyelembe kell venni a
tanulok egyéni sajatossagait: a feladat keltse fel a didk érdeklddését, s annak egyéni
képességeihez mérten ne legyen til nehéz (a didk eldzetes tudasaval és eszkozeivel
megoldhatd legyen), de megolddsa mindig erdfeszitést igényeljen, hiszen csak a
faradsdgos munkaval kapott eredmény nyujt igazi sikerélményt. A megoldashoz
elvezetd kérdések pedig 1épésenként mutassanak ra a didkok eldzetes tudasara, feladat
megoldasi tapasztalataira ugy, hogy kozben ne tartalmazzdk mar elve a valaszt is,

hiszen épp ez fosztja meg a didkot a megoldasi 6romtdl.

Az 1960-as évek végén egy Hans Freudenthal nevii holland matematikus is a
Polya Gyorgyéhez hasonlé matematikadidaktikai nézeteket kezdett el hangoztatni, az
altala kitalalt oktatasi modszert realisztikus matematikanak nevezte el. Lényegét és
céljat a matematika hasznossaganak ¢és mindennapi életre vald alkalmazasainak
oktatasan til abban is megfogalmazta, hogy a matematikaval valo foglalkoztatas
folyamata sokkal fontosabb, mintha csak késztermékként adnank didkjainknak oda a
matematikat. ,,A vilag a feje tetejére allna — mondja Freundenthal — ha a matematikai
eredményeket tanitanink meg azon folyamat megtanitasa helyett, amely soran az

eredmények megsziiletnek”. [6]



Joggal tehetjiik fel a kérdést, hogy mindebbdl mi jutott el Magyarorszagra. 1963-
ban Budapesten Varga Tamas vezetésével megkezdddott a komplex matematikatanitasi
kisérlet, melynek alapgondolata az volt, hogy a matematikat egységes egésznek tekintve
kell atadni, mindemellett figyelembe kell venni a tanulok egyéni sajatossagait, fejlédési
lehetdségeit, és valosaghti, a mindennapi élethez kapcsolddd matematikat kell tanitani.
E szemléletre nagy hatassal voltak Polya Gyorgy korabban targyalt nézetei is: a gyerek

felfedezo tevékenysége altal aktiv részese kell, hogy legyen a tanitasi folyamatnak [2].

A komplex matematikatanitasi kisérleten alapulé 1978-as tantervben bar nem
valésultak meg maradéktalanul az eredeti elképzelések, a matematika tanitasanak
alapkoncepcidjara mégis jO hatassal voltak Varga Tamas elképzelései, hiszen a
matematikatanitas megfogalmazott célja ezek utdn mar nem az ismeretatadas, hanem a
gyerek egyéni fejlesztése minden olyan teriileten, ahol a matematikdval valoé foglalkozas

fejleszto hatast lehet. [7]

A mai magyarorszagi matematikaoktatasnak IS szamos kritikaja van, a felmeriild
problémak azonban nem Ujak. Probléma példaul az, hogy bar a NAT csupan induktiv
jellegli matematikaoktatast céloz meg az alsobb osztdlyokban, ennek ellenére az elemi
iskolas tanitok zome deduktivan tanit, mert ehhez szokott hozza. Ugyanigy probléma az
is, hogy a tanarok ugy érzik, nincs idejiik a heurisztikus matematikaoktatasra, mert az
rendkivill iddigényes [7]. Egyesek hibat latnak a matematika tananyaganak utdobbi
években bekovetkezett sziikitésében és az ujfajta érettségi kovetelményrendszerben [8],
masok pedig egyenesen a matematikaoktatas sziikségszerliségét kérddjelezik meg
mondvan, aki ért hozza, azt szinte nem Kell tanitani, aki pedig nem ért hozza, azt meg

ugyis felesleges [9].

Minden hibat lehetetlen kikiisz6b6lni, és minden problémat képtelenség
megoldani, viszont a felfedezteté matematikaoktatdsi modszer egy lehetdség arra, hogy
a matematikat ne szarazan, hanem a didkok szamara érdekesen és élvezhetden tanitsunk.

Ilyen lehetdségekkel pedig kar lenne nem ¢élni!



I11. Fedezziik fel a bizonyitasokat!

Gyakorld pedagogiai palyam elsé évében egy olyan tapasztalatra tettem szert,
mely hiszem, hogy egész tanari munkassagomnak jelentds mérfoldkove lesz. Mikor egy
normdl tanmenetli kilencedikes osztalyban tartott matematika Ordn a haromszog
szogeirdl volt szo, altalanos iskolaban szerzett el6tudasukra timaszkodva természetesen
az osztaly minden tanuldja tudta, hogy a haromszog belsd szogeinek Osszege 180°.
Merészen és ligyetleniil tettem fel a kérdést: be tudja valaki bizonyitani ezt az allitast?
Erre egy didk azt mondta, 6 a tablanal meg szeretné mutatni a bizonyitast. Vette a
korzOt, vonalzot, iligyesen megszerkesztett egy haromszoget, majd szogmérdvel
gondosan megmérve a haromszog egyes szogeit, azokat Osszeadta, s eredményként
180°-ot kapott. Mddszerét senki sem ellenezte, latszolag mindenki egyetértett vele.
Ekkor értettem meg igazan, hogy a matematikai bizonyitds fogalma egyaltalan nem

evidens egy tizendt éves gyerek szamara.

Mivel legféképpen Kilencedikeseknek tanitok matematikat, (Osszesen 4
kilencedikes csoportom van), ezért foként az O tananyaguk egy-egy részleténél
hasznaltam a felfedezteté matematika modszereit, mindemellett azonban néhany fels6bb
évfolyamhoz vagy szakkorh6z kapcsolodo igazoléast vagy feladat-megoldast is kozlok.

Dolgozatom kdvetkez6 részében ezekrol lesz szo.

3.1. A haromszog oldalai kozti osszefiiggések

3.1.1. A Pitagorasz-tétel

Derékszogii haromszog atfogojanak négyzete egyenlo a két befogo négyzetének

osszegevel.

A tétel, valamint annak szadmos bizonyitasaval egyiitt jol ismert. A folytatasban
egy olyan jatékot kozlok, mely a tétel egyik bizonyitasdnak szemléletességét

felhasznalva vezeti el a didkokat arra, hogy 6k maguk fogalmazzdk meg azt.



3.1.1.1. »Geometriai legé”
Eszkozok:

Két eltérd szinli alakzatot tartalmazo csomag, az egyik legyen példaul piros, a

masik sarga. (1. dbra)

4 db 1db 1db

4 db 1db
1. abra
Feladat:
1) A kiilonbozd szinti alakzatok felhasznéldsaval alkoss egy-egy
négyzetet!
2) Hasonlitsd 0ssze az igy keletkezett két négyzetet!
3) Szedd ki mindkét kirakott négyzetbdl a 4 derékszogil
haromszoget!
4) Hasonlitsd 0ssze a megmaradt darabok teriiletét!



Megjegyzések:

Remélhetdleg a tanuldk eljutnak a kovetkezd két Osszerakott négyzethez (2.

abra)

2. 4bra

A 2. kérdésre adott valasz egyértelmii: a két négyzet teriilete egyenld. Az is
vilagos, hogy a négy-négy derékszogii haromszog egybevago, tehat ha ezeket a fenti
nagy négyzetekbdl elvessziik, sziikségszerli, hogy az elsobdl megmaradt nagy

négyzet teriilete egyenld legyen a két sdrga négyzet dsszegével.

Ha a didkok jo absztrakcids készséggel rendelkeznek, a kovetkezd jelolést

bevezetve (3. dbra) rogton eljutunk a Pitagorasz-tételhez:

3. 4bra
5) Rakd 0Ossze jra a két négyzetet, majd ismét szedd le az
egybevagd haromszog-darabokat!
6) A fenti jelolést hasznalva szdmitsd ki mindkét megmaradt rész

teriletét!



7) Mit tudsz elmondani a megmaradt teriiletekrdl?
Megjegyzések:

A Pitagorasz-tétel bizonyitasa utan végre elérkeztiink a kimondasahoz is. A 4-4
egybevagd haromszog leszedése utan pontosan a kovetkezd négyzeteket kapjuk (4.

abra):

4. 3bra

Mivel azonos teriileti négyzetekbdl kiindulva azonos teriileti haromszogeket

vettiink el, ezért nyilvanvald, hogy a megmaradt teriiletek is azonosak lesznek.
Azaz:
c? =a%+b?

A derékszogli haromszogekben a-val és b-vel jeloltik a befogokat, c-vel az

atfogot:
Tétel (Pitagorasz):

A derékszogli haromszog atfogdjanak négyzete egyenld a befogok négyzetének

Osszegével.
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Megmutathatjuk, hogy ez szemléletesen azt is jelenti, hogy a derékszogi
haromszog befogdjaira emelt négyzetek terliletének Osszege megegyezik az atfogora

emelt négyzet teriiletével (5. dbra):

5. abra

3.1.1.2. A ,,geometriai lego” tapasztalatai

A fent kozolt bizonyitas altalanosan ismert (ez az igazolas talalhato példaul a [10]
és a [11] tankonyvekben is). Hogy felmérjem, van-e kiilonbség ugyanannak a
bizonyitasnak a ,,tabla-kréta” modszeres kozlése és a fentebb ismertetett ,,jaték” kozott,
ezért a 9. c. osztaly 1. és 2. szdmu csoportjaiban kiilonbdzoképpen tanitottam: az elsd
csoportnak a ,geometriai legd”, a masodik csoportnak pedig frontdlisan, tablan
szemléltetett ~ magyardzat kiséretében.”  Altalanos  Ssszehasonlitd jellegii

megfigyeléseimet a kovetkezd pontokba gytijtdttem Gssze:

eAz 1. szaml csoportban a szines eszkdzok kiosztdsa mar onmagaban
motivald hatdsu volt.

e A négyzetek kirakdsa kihivast jelentett a tanulok szamara. Mig a 2. 4bra
bal oldali négyzetének kirakasa a csoport zomének nem jelentett problémat, a

jobb oldali sarga négyzetet csupan 2 didk tudta elsére kirakni, hosszabb-

> Az osztaly tanuldinak csoportba sorolasa nem matematika, hanem angol nyelvi tudasszintjiik alapjan
torténik, igy mindkét csoport inhomogén 6sszetételli a matematika tekintetében.
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rovidebb probalkozas utan végilil mindenkinek sikeriilt, ez néhany tanulonak
meglepden nagy sikerélményt jelentett.

oA derékszogli haromszogek egybevagosagat az 1. szdmu csoportbeli
tanulok rogton kijelentették. Miutan ténylegesen elvették ezeket a derékszogl
haromszogeket (4. abra), konnyebben jutottak el ahhoz gondolathoz, hogy
~mivel egyforma négyzetekbdl egyforma haromszogeket vettlink el, a
megmaradt alakzatok teriilete is egyforma”. Egy-két diak kivételével ezt szinte
mindenki megértette.

eMivel a négyzet teriiletképlete is jol ismert, ezért a két alakzat teriiletének
kiszamitasa sem jelentett kiilonosebb gondot.

oPlusz iddigényt jelentett ugyan a bizonyitas leirdsa is, de igy, hogy mar

lattak, honnan indulunk és hova akarunk eljutni, ez is konnyebben ment.

e A 2. szamu csoport szorgalmasan leirta a tablarol a bizonyitast.

e Azt vettem észre, hogy vagy irnak, vagy figyelnek a tanulok, mindkettd
egyszerre nem megy. Raadasul a leirt szoveg szamukra érthetetlen volt elsére és

ijesztd is, még akkor is, ha egyszerti dolgokat takart.

o A visszajelzésekbdl, valaszokbdl kitlint, hogy a csoport zdme vagy nem

értette, vagy csak egy részét értette a bizonyitasnak.

eKovetkez0 matematika oran veliik is eljatszattam a geometriai legot,
kérdésemre, hogy ki az, aki el6z6 ordn nem értette a bizonyitast, s most

meggértette, tobben felemelték a keziiket.

Osszességében elmondhatd, hogy kevesebb idé ment el a Pitagorasz-tétel frontalis

bizonyitasaval, mint az interaktivval, viszont az utdbbi sokkal hatékonyabbnak

bizonyult. Véleményem szerint egyrészt azért volt ez igy, mert a kirakos jaték altal

sikerélményt adott a matematikat nem igazan kedveld diakoknak is, masrészt, mert

sokkal kézzelfoghatobb volt, harmadsorban pedig azért, mert a didkok sajat maguk

fogalmaztak meg illetve fedezték fel a bizonyitas egyes kulcsfontossagl elemeit, ami

altal az ,,élmény” sokkal maradanddbba valt.
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3.1.2. Koszinusztétel

Barmely haromszogben az egyik oldal négyzetét megkapjuk, ha a masik két
oldalanak négyzetosszegébdl kivonjuk e két oldal és az altaluk kozbezart szog

koszinuszanak kétszeres szorzatat.

A kozépiskolai tananyagban a koszinusztételt deduktivan vezetik be: kozlik a
tételt, majd bizonyitdsdhoz altalaban a skaldrszorzatos modszert hasznaljdk fel. A
kovetkezokben egy a szakirodalomban targyalt bizonyitas Gtlete alapjan [12] egy olyan
induktiv targyaldsi modot mutatok be, melyek soran a didkok dnmaguk ,,fedezik fel” a

koszinusztételt.

A tétel bevezetését kezdhetjiik azzal, hogy felelevenitjiik a Pitagorasz-tételt €s az
azzal az elébbiekben mar megfogalmazott ekvivalens allitast, mégpedig azt, hogy a
derékszogli haromszog befogodira emelt négyzetek teriileteinek Gsszege megegyezik az

atfogora emelt négyzet tertiletével (6. dbra):

6. abra
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3.1.2.1. A koszinusztétel hegyesszogu

haromszogekre vonatkoztatott formaja

A tétel bevezetését a kovetkez6 abra bemutatasaval kezdhetjiik (7. abra):

7. abra

Az abran egy hegyesszogli ABC A oldalaira emelt négyzeteket latunk.
Legyen CAB szog = a.

Kérdezziik meg, hogy milyen az o szoggel szemben fekvd CB oldalra emelt
négyzet teriilete a masik négyzet teriiletéhez képest. El is mondhatjuk, hogy a
Pitagorasz-tétellel analog modon a hegyesszogli haromszogekre szeretnénk egy tételt
megfogalmazni. Tudjuk, hogy a Pitagorasz-tételben a derékszoggel szemben fekvo
oldalra (atfogoéra) emelt négyzet teriilete megegyezik a masik két oldalra emelt négyzet
tertiletének Osszegével. A kérdésiink tehat arra vonatkozik, hogyan viszonyul egy nem
derékszogli haromszog hegyesszogével szembeni oldalra emelt négyzet teriilete a masik

két oldalra emelt négyzet teriiletéhez.

Ha sziikséges, tobb konkrét példan keresztiil is elvezethetjiik a didkokat a
sejtéshez. A konkrét példak alatt azt értem, hogy kiilonb6z6 papirharomszogek oldalait
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megmérve szamitsak ki egy-egy hegyesszoggel szembeni oldalra emelt négyzet

teriiletét, €s azt hasonlitsak a masik két haromszog teriiletéhez.
Példa

Egy haromszog oldalai 4 cm, 4 cm és 5 cm hossziiak. Szerkeszd meg a
haromszdget! Szamitsd ki az egyes oldalakra emelt négyzetek tertiletét! Kettot-kettot

Osszeadva koziiliik viszonyitsd ezt a harmadik négyzet teriiletéhez!

Tobb az elézéekhez hasonld példat felhasznalva eljuttathatjuk diakjainkat oda,

hogy megfogalmazzak a kovetkezo sejtést:

Haromszogben a hegyesszoggel szemkozti oldalra emelt négyzet teriilete kisebb,

mint a hegyesszoget bezaro két oldalra emelt négyzetének teriiletosszege.

Mindezek utan térjlink ra a bizonyitasra, de lehetdleg ne direkt médon igazoljunk,
hanem hagyjuk, hogy egy-két segité kérdés utan maguk j6jjenek ra a dolog nyitjara,

sajat ,,felfedezéseik” kapcsan jobban megértve ezaltal a 1ényeget.

Amit el szeretnénk érni, az az, hogy az alabbi é4bran lathatdé magassag
behtizasaval, illetve az AC oldalra emelt négyzet felosztdsdval a Pitagorasz-tételt
felhasznalva bizonyitsuk be az allitast, ugyanis pont ez az, amibdl a koszinusztétel ki

fog jonni.

Az allitas bizonyitasahoz probaljuk meg felhasznaltatni a Pitagorasz-tételt, azaz
mondjuk tanitvanyainknak, hogy keressenek olyan derékszogli haromszdégeket az
ABCA héromszogben, amelyre a Pitagorasz-tételt alkalmazni tudjak. Ehhez
nyilvanvaloan sziikséges az egyik magassag abrazolasa (8. dbra) (a mi abrankon az m-el

jelolt AC oldalra bocsatott magassag).

Ezzel a 1épéssel két derékszogli haromszog keletkezett: BJAA ¢és BICA.
Mindkettére alkalmazni tudjak a Pitagorasz-tételt. Ehhez azonban a CJ és JA oldalakra
i1s négyzeteket kell emelni, vagyis fel kell osztani az AC oldalra emelt négyzetet.
(konnyen lathato, hogy MK két egyforma teriiletii téglalapra osztja fel a fennmaradd

tertiletet).
Legyen: Ty, = az m-re emelt négyzet tertilete

Tp=a b (=AC) oldalra emelt négyzet teriilete (Tp, = T1 + T, + 2T3)
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8. abra

A 8. dbra jeloléseivel ekkor:
Te=Tm+ T2

De mivel mi a T, T, és Ty kozott akarunk Osszefliggést talalni, ezért a 2)

egyenletet atalakitjuk
Tm =Ta— Ty formaba.
Ekkor:
Te=Ta—T1+ T,
Viszont a Ty-r6l tudjuk, hogy:

Tp=T1+ T+ 2T;3
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Vagyis:
TC = Ta + Tb — 2T1 -2T3 = Ta + Tb— Z(T]_ + T3) = Ta + Tb— ZTCJKF.

Az allitast itt bebizonyitottuk, viszont ha didkjainkat megkérjiik, hogy fejezzék ki
a CJKF téglalap teriiletét a haromszog oldalai segitségével, akkor CJ = acosy és JK =b
egyenl6ségbdl adodik, hogy: Teyke = abcosy, ebbdl pedig:

Te=Ta+ Tp— 2abcosy

Ezzel be is bizonyitottuk a koszinusztétel hegyesszogii haromszogekre vonatkozo

formajat.

3.1.2.2. A Koszinusztétel tompaszogi

haromszogekre vonatkoztatott formaja

Ezutan megkérdezhetjiik, hogy mi a helyzet akkor, ha egy tompaszdggel szemben
fekvo oldalra emelt négyzet teriiletére akarunk hasonl6 osszefliggést felirni. Ez esetben
(9. dbra):




Legyen: T, = az m magassagra illeszkedd (dbran nem jelolt) négyzet

T, = az AJ oldalra illeszkedd négyzet, ahol J az AC oldalra bocsatott

magassag talppontja
Az eldz6 gondolatmenetet kdvetve és az dbra jeldléseit hasznalva kapjuk:
Te=Tn+ T,
Tm=Ta— Ty, azaz:
Te=Ta—T1+ T,

De mivel T,, Ty és T, kozott akarunk Osszefiiggést felirni, és T, = T; + 2T3 + Ty,

vagyis:
Te=Ta—T1+T1+2T3+ Ty
T.=Ta+Ty+2T3
Ami pontosan azt jelenti, hogy:

A hdromszogben a tompaszéggel szembeni oldalra emelt négyzet teriilete

nagyobb, mint a masik két oldalra emelt négyzetek teriiletének osszege.

Ezzel rdadasul megkaptuk a koszinusztétel tompaszdgii haromszogekre vonatkozd

formajat is, ugyanis:
T3 = abcos(180 - y) = - abcosy
Végiil tehat, akarcsak a hegyesszdgii haromszognél:

Tc=Ta+ Tp— 2abcosy

3.2. Csuklos sokszogek

Mar az altalanos iskolas didkok is tudjak, hogy egy haromszoget egyértelmiien

meghatarozza a harom oldala, azaz az ugyanazokbol a szakaszokbol allo6 haromszogek
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mind egybevagoéak. Ezt a tulajdonsdgot hasznaljak ki példdul a haromszogek

szerkesztésénél is.

Sokszogek esetében viszont nem ilyen egyszerli a helyzet. Egyforma
szakaszokbol meghatarozott sorrendben kiilonb6zd sokszogeket készithetiink.
Szemléletesen a csuklok segitségével magyardzhatok meg: adott oldalakkal és az
oldalak meghatarozott sorrendjével rendelkezé n-szogeket ugy kapunk meg, hogy az
oldalakat egymashoz csuklokkal rogzitjiik, és a csuklok altal engedett lehetdség szerint

alakitjuk a sokszoget.

A kovetkezOkben a szakirodalomban talalhatd csuklos sokszogekkel kapcsolatos
néhany tétel [13] iskolai feldolgozasanak egy lehetséges, felfedeztet6 modszerrel

torténd targyalasat mutatom be.

Amennyiben a barkacsolast kedvel6 emberek vagyunk, ténylegesen is
eldallithatunk csuklos sokszogeket. Ellenkezd esetben meghatiarozott hosszisagu
palcikakbol allo készlet is megteszi, hiszen ezekkel ugyanazt tudjuk szemléltetni egy-

egy sokszog Osszerakasanal, mint amit a csuklds szerkezetekkel tudnéank.

Az Aaltalanos iskolai matematikatanitds soran, akar elemi osztalyokban is

feladhatjuk a kovetkez6 feladatot:

3.2.1. A haromszog oldalai altal valo

egyértelmit meghatarozottsaga
A feladat célja:

A tanulok megértsék, hogy a haromszog oldalai egyértelmiien meghatarozzak a

haromszdget.
Sziikséges eszkozok:
Minden didknak egy 2, 3 és 4 cm hosszu palcakbol allo készlet.
A feladat leirdsa:
Készits haromszoget a palcakbol.

Tapasztalatok:
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Minden elkészitett haromszog egybevago.

(Kisebbeknél nem feltétleniil kell hasznalnunk az egybevagdosag fogalmat,
egyszeriien nevezhetjiik egyformanak. Szemléletesen azt is mondhatjuk, hogy a
latszolag kiilonb6z6 haromszogek ,,ugyanolyanok”, és azt, hogy két haromszog

ugyanolyan, ugy dontjiik el, hogy egymasra téve teljesen lefedik egymast).

3.2.2. A csuklos négyszogek ,,nem merevsége”
A feladat célja:
A didkok tapasztalati uton felismerjék, hogy egy csuklos négyszog nem merev.

Sziikséges eszkozok:

Mindenki kapjon egy 3 cm, 4 cm, 5 cm és 6 cm hosszisagu palcakbol allo

készletet
A feladat leirasa:

Készits négyszoget a fenti rudakbol ugy, hogy az oldalak egymast novekvod

sorrendben kovessék.

Tapasztalat: Kiilonbozo négyszogek készithetok. Példaul a 10. abra szemléltet két

ilyet (a négyszogek oldalai az abran kicsinyitve, de méretaranyosan vannak feltiintetve)
F

=
W
m\

10. abra

20



Megjegyzés: Az adott feladathoz is kitlinéen hasznalhat6 a GeoGebra program.

A palcikékat meghatarozott hossziisdg szakaszokkal helyettesithetjiik, melyeket

]
a program geometriai munkaasztalan a Szakasz adott hosszal nevii funkcioval \;/
tudunk megszerkeszteni (11. abra). Erdemes ugy szerkeszteni a szakaszokat, hogy egyik

végpontja a masik kezd6pontjaba essen. Az adott hosszisagi egybecsatolt egy-egy

végpontjat aztan csukloszerien mozgathatjuk a Mozgatas nevii funkcioval: ‘ )
(kivétel az ily modon keletezett nagy szakasz elsé és utolso végpontja, de természetesen

az a cél, hogy ezeket egymaésba illessziik, hiszen csak igy kapunk négyszoget.

11. abra
3.2.3. A csuklos paralelogrammak mindig
paralelogrammak

A feladat célja:

A didkok tapasztalataik soran megfogalmazzak, hogy ha a csuklos négyszog egy

helyzetében paralelogramma, akkor minden helyzetében az.
Eszkozok:

2 db 2 cm-es és 2 db 4 cm-es palcikabol allo készletet kapjon minden gyerek.
A feladat leirasa:

Készits az adott eszk6z6kbol négyszoget tgy, hogy az oldalak 2-4-2-4 cm-es
sorrendben kovessék egymast.

A feladat tapasztalatai:

Minden esetben paralelogrammat kapunk. Ebb6l két kiilonbozét szemléltet a 12.
abra is.
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12. dbra

A tapasztalatok megbeszélése soran megkérdezhetjiik, hogy lehetséges-e, hogy a

megadott palcikakbol ugyanebben a sorrendben ne paralelogrammat készitsilink.

A valasz természetesen az, hogy nem, hiszen a két-két szemkdzti oldal egybevagd

lesz, ami biztositja a négyszog paralelogramma voltat.

3.2.4. A csuklos paralelogrammak atléinak

négyzetosszege
A feladat célja:

A didkok felfedezzék, hogy a csuklos paralelogramma atldinak négyzetdsszege

egyenlo a paralelogramma oldalainak négyzetosszegével.
Sziikséges eszkozok:
2 db 2 cm-es és 2 db 4 cm-es palcikabol allo készlet, vonalzo.
A feladat leirdsa:

Az adott eszkdzokbdl készits kiillonb6zd paralelogrammakat. Mindegyiknél mérd
meg a két 4tlo hosszat, majd toltsd ki a kdvetkezd tablazatot (a tdblazat csupan minta,

mivel a feladat célja minél tobb paralelogramma készitése, ezért ketténél tobb sora

legyen).

A paralelogramma Az atlok hossza (cm) Az atlok
sorszama e f négyzetdsszege
e? + f
1
2
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Tapasztalat:
Az 4tlok négyzetdsszege minden esetben allando.

Miutén a gyerekek rajottek erre, érdemes megkérdezni, hogy szerintiik ez az
allando6 6sszeg hogyan fiigg az oldalaktol, esetleg valaki a paralelogramma oldalainak
segitségével ki tudja-e fejezni ugyanezt a szamot. Ha senki sem jon rd4, meg lehet kérni
Oket, hogy szamitsak ki az oldalak négyzetosszegeit. Ha jol dolgoznak, természetesen

ugyanarra az eredményre kell jutniuk

Olyan osztalyokban, ahol a tanulok mar ismerik a vektorok fogalmat, az adott

tétel be is bizonyithato.

1. Bizonyitas:

13. sbra

Mivel az atlok és oldalak bizonyos 0sszefiiggésérdl van szo, ezért érdemes lenne
egyiket a masik segitségével felirni.

Ha a paralelogramma egy csticsabdl kiindul6 oldalvektora a és b, az atlovektorok
atbés

a—h.

Az atlok négyzetdsszege ezek szerint:

(a+b)?+ (a—b)?=a’ + 2ab + b> + a% - 2ab + b? = 2a* + 2b?

Azaz az atlok négyzetdsszege valoban az oldalak négyzetosszegével egyenld.
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A kovetkezd bizonyitashoz a koszinusztétel ismerete sziikséges.
2. Bizonyitas [14]

Abbol, hogy a tételben az atlok illetve az oldalak négyzetdsszege szerepel, illetve
az, hogy koztiik valamiféle Osszefiiggést kell felirni, szinte természetes kovetkezik a
koszinusztétel hasznalata. Erdemes azt is megfontolni, hogy minél kevesebb ismeretlent
hasznaljunk: ezt tigy érhetjiik el, ha a paralelogramma tulajdonsagaibol indulunk ki: két
szomszédos szog Osszege 180°, tehat ha a paralelogramma egyik szdge o, a mellette

16v6: 180° — . (14. abra).

b

14. sbra

A két atlora alkalmazva a koszinusztételt:
f?= a?+ b?—2abcosa
e?= a’?+ b?—2abcos(180 — a) =a®? + b?>+ 2abcosa
A két egyenletet 6sszeadva kapjuk a tételiinket:

e+ f?2 = 2a% + 2b?
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IV.Téglalap és négyzet feldarabolasa négyzetekre

Ha egy téglalap oldalai 6sszemérhetdek, a téglalap feldarabolhaté n db s;, Sz .., Sy

egész oldalu négyzetre.
Definicio:

Egy feldarabolt téglalapot vagy négyzetet tokéletesnek neveziink, ha minden
négyzetdarab kiilonb6z6, amennyiben ez nem teljesiil, az emlitett alakzatok nem
tokéletesek.

Definicio:

A feldarabolt négyzetek illetve téglalapok egyszeriieck, ha nem tartalmaznak

kisebb négyzetet vagy téglalapot, ellenkezd esetben dsszetettek.

4.1. Négyzet nem tokéletes darabolasa négyzetekre

Feladat célja:

Adott négyzet nem feltétleniil egybevagd négyzetekre torténd daraboldsa sordn a
gyerekek beldssak, hogy n > 5 setén minden négyzet feldarabolhaté pontosan n darab

masik négyzetre [15].

A feladat soran rajzoltathatunk a diakokkal egy négyzetet, és megkérjiik, hogy
osszak fel azt négyzetekre (a négyzetek lehetnek egybevagoak és kiillonbozoek is).
Kevés probalkozas utan valdsziniisithetd, hogy rajonnek arra, hogy 2 és 3 négyzetre

nem darabolhato fel, viszont 4 négyzetre egyszeri feldarabolni (15. dbra):
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15. sbra

Ha nincs tovabbi Otlet a darabolasra, feltehetjiik didkjainknak a kérdést, hogy

ezzel a negyedelési eljarassal hany darabra lehet még felosztani a négyzetet.

A valaszt a 16. abra adja meg:

16. abra

Az abrardl is jol lathato, hogy egy-egy négyzetet elnegyedelve mindig 3-mal né a
négyzetek szama, tehata 4, 7, 10, 13... szamtani sorozat minden egyes tagja eldallithato

a targyalt modon.

Ezutan felteheté a kérdés, hogy csak ezekre a darabszamokra oszthato-e fel a

négyzet.

A vélasz természetesen az, hogy nem.
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Ennek egyik példajat mutatja be a 17. abra:

17. sbra

Alkalmazhatjuk-e ezt az eljarast az n=6-on kiviil mas darabolasra is?

A valasz az, hogy igen, példaul n = 8-ra és n = 10-re is (18. abra):

18. sbra

Természetszeriileg vetddik fel a kérdés, hogy mindegyik paros n-re alkalmazhato-

e a fent bemutatott darabolas.

Igen! Hiszen, ha megfigyeljiik a 17. dbra és 18. abra négyzeteit, lathatjuk, hogy

minden paros n-re eldszor is a négyzet oldalait feldaraboltuk k = n/2 darabra.
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Az igy kapott négyzetek oldalai nyilvanvaloan 1/k-ad részei az eredeti négyzet

oldalanak.
A bal oldalon és az alul keletkezett egybevagd kisnégyzetek szama:
2(k-1)+1=2k-1
Ez a jobb fels6 sarokban maradt nagy négyzettel 6sszesen 2k db négyzetet alkot.

Osszevetve a kétféle darabolas tapasztalatat kapjuk, hogy egyrészt n > 4 esetén
minden paros n-re létezik megfeleld darabolas, illetve hogy a 4, 7, 10, 13... sorozat
tagjai is eldallithatok. Ebbdl fogalmazhaté meg az allitdas, amit a gyerekek sajat

tapasztalataik alapjan mondhatnak ki.
Megjegyzés:

Az n = 2 darabolas nyilvan nem lehetséges, mivel akkor lenne a négyzetnek olyan
oldala, amit nem osztunk fel, de négyzetrdl 1évén sz, ez azt jelentené, hogy a darabolas

soran kapott négyzet oldala az eredetié¢vel egyezne meg, ami ellentmondas.

Az n = 3-r6l valé darabolas vazlatosan attekintve azért nem lehetséges, mert
egyrészt az uj kis négyzeteknek tengelyparhuzamosoknak kell lenniiik az eredetivel.
(Kiilonben lenne olyan tartomany, ami nem a 90° tobbszordse) (19. dbra). Masrészt
pedig, ha ez igy van, a négyzet egyik oldala mentén 2, egy masik oldala mentén 1 db
négyzet lenne, és ez az 1 az n = 2 eset miatti megfontolas miatt lehetetlen.

A E B
@ L

19. abra
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Az n =5 eset megvaldsithatatlansdga az n = 3-mal anal6g modon bizonyithato.

4.2. Algebrai eszkozokkel segitett tokéletes darabolas

4.2.1. Téglalap darabolasa négyzetekre

Egy téglalap tokéletes darabolasa megvalosithato elemi algebrai eszkozokkel. [16]

Ehhez el6szor is a kovetkezd halot (20. abra) hasznaljuk fel:

20. abra

Feladat:

A 20. abra egy rosszul megszerkesztett négyzetekre felbontott téglalap halojat
szemlélteti. Mekkordk legyenek a kis négyzetek oldalai, hogy az adott haloju téglalap
tényleg négyzetekké legyen felbontva?
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Megoldas:

Az abran lathatd modon a két kézépen fekvé négyzet oldalat x-szel és y-nal

jeloljik (21. dbra)

Az also négyzet oldala igy x + y és igy tovabb az abran lathatd oldalakat kapjuk.
Az AB-val jelolt oldalhossz kétféleképpen kifejezve:

(3x—3y) + (3x +y) = 14y — 3x
Amibél:

6Xx — 2y = 14y — 3X

9x = 16y

Mivel a 9 és 16 relativ primek, igy értelemszerien az x = 16 és y = 9 adja a
legkisebb jo megoldast, amibél a darabolas soran keletkezett GOsszes Uj négyzet

oldalhossza is kiszamithato.

14y - 3x
11y B
3x- 3y

I +y

X+ 3y

2x + by
J 2% +y

X+2y

X+y

21. abra
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Az 6sszes Kisnégyzet oldalat a kdvetkez6 abra szemlélteti (22. abra):

78
99
21
57
43
77
3 16
34 41
25
22. abra
4.2.2. Négyzet darabolasa négyzetekre

A 4.21-ben ismertetett problémaval analdég problémat érdekesebben és

hétkdznapi vonatkozasban eldadva a kdvetkezo feladatot is kitlizhetjiik:
Feladat®:

Képzeljiik el, hogy butorkészitok vagyunk, és az egyik megrendeldnk kiilonds
kéréssel all elénk. Azt szeretné, ha egy baratjanal latott négyzet alaku fiokos szekrény
pontos masat készitenénk el neki. A négyzet alaku szekrény egyedisége abban rejlik,
hogy a fidkjai mind kiilonb6z6 oldalhossziisagh négyzet alaktiak. Hogy megkonnyitse
dolgunkat, a szekrényt le is fotozta (23. dbra), am pechére elfelejtette az egyes fiokok
méreteit, csak arra emlékszik, hogy maga szekrény 112 x 112 cm-es. Készitsd el a

fidkos szekrény tervrajzat!

? A feladat szdvegének dtletét a http://blog.makezine.com/2011/06/13/math-monday-the-squared-

square/ adta.
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23. abra’

Az eldbbivel azonos mddszerrel oldva meg a feladatot a kdvetkezd tervrajzot

kapjuk (24. ébra):

* A kép forrésa: http://blog.makezine.com/2011/06/13/math-monday-the-squared-square/
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V. Hogyan oldjunk meg matematikai

feladatokat?

Polya Gyorgy a feladatmegoldas korabban mar ismertetett 4 1épésének konkrét
megvalositasat példakon is bemutatja. Az egyik példaja a Pitagorasz-tétel tanitasaval
kapcsolatos, egy olyan osztalyrol van szd, ahol a didkok csak kevés térgeometriai
ismerettel rendelkeznek. Egy téglatest testatlojanak hosszat kell meghatarozni a
téglatest ¢élei hosszdnak ismeretében. Polya szerint a ,jo Otletek csak régi
tapasztalatokon és kordbban szerzett ismereteken alapulhatnak”, ezért nagy hangsulyt
fektet arra, hogy segité kérdései nyoman a tanuldk visszaemlékezzenek egy mar
megoldott rokon feladatra, ahol ugyanazt, legalabbis nagyon hasonld ismeretlent kellett
meghatarozni. A korabbi feladat tapasztalatait hasznositva indithat6 el tehat a megfeleld

gondolatmenet. [5]

A kovetkezOkben Polya Gyorgy feladatmegoldd modszerét felhasznéalva egy sajat,
egymasra épithetd, egyre nehezed példakat mutatok be. A témakor, akarcsak Polyanal,

itt is a Pitagorasz-tétel.
5.1. Feladat

Egy egyenloszaru haromszog alapja 2 m, szara 3 m. Szamitsd ki a haromszog

teriiletét!
Megoldas:
1) Ertsd meg a feladatot!

A didkoknak meg kell értenie a feladatot! De még az sem elég, ha megértik,
akarniuk kell megoldani. Ezért érdemes szamukra is érdekessé tenni azt. Az érdeklédés
felkeltése pedig tapasztalatom szerint gyakran csak abban all, hogy egy valdsagkozeli
feladatszoveget talalunk ki. A didkok gyakran kérdezik meg ugyanis, hogy ezt a
tananyagot hol fogjak az ,.¢életben” hasznalni. Ha latnak egy alkalmazasi lehetOséget,
mindjart nagyobb kedvvel latnak hozza a megoldasdhoz. Az eldbbi feladatot példaul
ilyen kontdsbe bujtathatjuk:
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Osztalykirandulas eldtt Zsolt, Peti és Norbi® ugy dontenek, hogy Sajat maguk
keészitik el satrukat 6 db egyenld szdaru haromszog alaku vaszonbol (25. dbra), melynek
alapja 2 m, szara 3 m. Mennyibe fog keriilni a sdtoranyagq fejenként, ha a vdszon

négyzetmétere 1000 Ft, a sator alapja nem vaszonbol késziil és mindenki ugyanannyit

fizet?

25. abra

Hogy leellendrizziik, megértették-e a didkok a feladat szovegét, feltehetiink

néhany kérdést erre vonatkozdlag:
- Mirol van szo?
A diadkoknak el kell tudniuk mondani sajat szavaikkal a feladatot!

- Mi van adva?

- A haromszogek alapja, szara, a vaszon négyzetméterének ara, a tanulok

szama.
- Vezessiink be az adatokra alkalmas jelélést!
-c=2m;a=b=3m;ar/m"=1000 Ft; n = 6

- Keészits abrat!

> Még inkabb figyelemfelkelts, ha az osztaly egyes tanuldirdl szél a feladat szovege.
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Ha a vélaszokbol az deriil ki, hogy megértették a feladatot, mivel geometriai
feladatrol van szo, feltétleniil készittessiink veliik abrat, jelolve rajta az adatokat is. Az
abrakészitésnél valdszinl, hogy a didkok nagy része rajon arra, hogy elég, ha csupan
egy egyenlészari haromszoggel foglalkozik, és annak szamolja ki a teriiletét. Ha valaki
esetleg hat haromszoget rajzolna le, az sem baj, kedvesen ramutathatunk, hogy hely- és

id6takarékossag céljabol is kedvezébb csak egyet abrazolni. (26. abra)

o

26. abra

2) Készits tervet!

Ha mar didkjaink eljutottak oda, hogy az 0sszkoltség meghatarozasahoz eldszor a
satorvaszon teriiletét kell kiszdmitani, mely tulajdonképpen az egyenldszarti haromszog
alaki vaszondarab hatszorosa, akkor a problémat leredukaltdk a 11. abran lathatéd
haromszog teriiletének kiszamitasara. Nyilvanvalo, hogy szinte mindig akad egy-két
didk, akinek villamcsapasszeriien beugrik a megoldasi menet, a tobbieket viszont a

kovetkezOképpen vezethetjiik észrevétleniil:

- Milyen adatok sziikségesek ahhoz, hogy kiszamitsuk a hdromszog
teriiletet?
- Sziikség van a haromszog alapjanak ¢és a hozzatartoz6 magassagnak az

. .6
1smeretere.

°A haromszog teriilete a Héron-képlet alapjan az oldalhosszak ismeretében is kiszamithaté. A Héron-
képlet viszont az egységes érettségi kdvetelmények szerint csak emelt szinten kdtelez6 tananyag.
www.ofi.hu/tudastar/erettsegi/matematika-kov
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- Mi az, ami ismeretlen?

- A haromsz0g magassaga.

- Hogy tudnad kiszamitani a haromszog magassagat?

- Nem tudom.

- Nem jut eszedbe olyan feladat, amiben hasonlo ismeretlen szerepelt?

-A haromszog magassaga egy szakasz. Nem talalkoztunk mdr olyan
feladattal, mikor egy szakasz hosszat kellett meghatdrozni?

- De. Pitagorasz-tételénél.

- Ugy van. Pitagorasz-tételét milyen alakzatokra tudjuk alkalmazni?

- Derékszogli haromszogekre.

-A mi haromszogiink azonban nem derékszogii. 7Hogyan talalhatnank
mégis derékszogii haromszoget az abran?

- Az egyik magassag behtzasaval. (27. abra)

C

27. abra

Az egyenlészara haromszog tulajdonsagainak ismeretében tudja, hogy AD

szakasz az AB szakasz hosszdnak fele. .Az egyik derékszogli haromszogben a

” Lehet, hogy egyesekben felmeriil a kétely, vajon eleve nem derékszégi-e az adott haromszog. Ez
esetben egyszer(en ellenériztessik le a Pitagorasz-tételt. S6t, az aktudlis adatok mellett tulajdonképpen
erre sincs sziikség, hiszen a két egyenld hosszusagu oldal csak a két befogo lehetne, derékszog
haromszog esetén viszont az atfogdnak ezeknél hosszabbnak kell lennie (hiszen a haromszog legnagyobb
szogével szemben fekvé oldal). A mi haromszégiink ennek nem tesz eleget, azaz nem derékszog(.
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Pitagorasz-tételt alkalmazva kapja meg a magassagot, s ennek felhasznalasaval pedig a

teriletet.

3) Hajtsd végre a tervet!

CD = VAC? — AD? = V8m (=~ 2,8 m)
Amibdl egy egyszerli szamitassal kapja, hogy a hdromszog tertilete:

AB-CD
T =

~ 2,8m?
5 m

A 6 egybevagd haromszogbdl allo sator teriilete:
T =6-2,8m?=16,8m?
Az Osszkoltség: 16,8 m? - 1000% = 16800 Ft.

Egy embernek tehat: 16800 Ft + 3 = 5600 Ft — ot kell fizetnie.

Mellékvaganyra vihet egy didkot az, ha a teriiletképletbe az egyik szarat és az
ahhoz tartoz6 magassagot probalja meg behelyettesiteni. Ekkor tovabbi segitd kérdések
sziikségesek ahhoz, hogy ravezessiik a tanuldt, sokkal célravezetdbb, ha az alapot és a
hozz4 tartozd magassagot valasztja, hiszen az alapr6l tudjuk, hogy a magassag

talppontja felezi.
4) Vizsgald meg a megoldast!

A megoldas vizsgalatanak nagy haszna van. Bar az elobb bemutatott példa nagyon
egyszerl, a didkok egy része viszont, mikor eldszor taldlkozik egy ilyen feladattal,
mégsem jon ra egyediil a megoldasra. Ezért érdemes az ebbdl leszlirt tapasztalatokat

atnézetni, hogy késobb is hasznositani tudja.

Két legyet litlink egy csapdasra, ha az adott feladat altalanositasat kérjiik: egyrészt
ahhoz, hogy altalanositani tudjon valaki, ujra at kell nézni a feladatot, masrészt pedig a

konkrét szamok blivkorébdl elmozdithatjuk az absztrakcio felé.

- Ha egy egyenloszaru haromszég alapja c, szarai pedig b hosszusaguak,
hogyan szamolnad ki a teriiletét?

- Mi volt az el6bbi feladat megoldasanak elso lépése?
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- Pitagorasz tételébdl kiszamoltuk az alaphoz tartoz6 magassagot.

crer

m= b= (5) = b=

- Most pedig helyettesitsd be a teriiletképletbe a magassagot!

c bz_ﬁ
-T = 4

- 2

Nyilvan nem az a 1ényeg, hogy a fent levezetett , képletet” kiviilrl megtanuljak a
didkok, hanem az, hogy ilyeneket sajat maguk tudjanak levezetni. Mivel informatikai
szakkodzépiskolaban tanitok, didkjaimat nagyon érdekli a programozas. Egy-egy ilyen
altalanositas utan gyakran hangstlyozom, hogy most tulajdonképpen programoztak,
hiszen a ,program” barmely egyenldszara haromszog alap- ¢és szarhosszanak

ismeretében ki tudja szdmolni annak tertiletét.

Az egyenl6szari haromszog alapjat szandékosan jeloltem b-vel, alapjat pedig c-
vel, hiszen igy a magassag kiszamitasakor a b négyzetébdl kellett kivonni a ¢ felének
négyzetét. Sajnalatos tapasztalatom ugyanis, hogy egyes didkokban annyira rogziil az
a’? + b?> = ¢?, hogy ha netalin a b négyzetébdl kell kivonni a ¢ négyzetét,
megijednek, és azt hiszik, valamit rosszul csinaltak. Meg kell értetniink hat veliik, hogy
a Pitagorasz-tétel fent emlitett matematikai jelekkel torténé megfogalmazasa csak akkor
helytallo, ha a, b a két befogd, ¢ pedig az atfogo jele, de az csakis és kizarolag t6liink
fiigg, hogy mit mivel jeloliink.

A feladat megoldasa utan érdemes ramutatni a feladat tapasztalatainak egyéb

alkalmazasi lehet6ségeire. Példaul:

- Az el6z6 tapasztalatok felhasznalasaval ki tudnad szamitani egy egyenlo
oldalu haromszog teriiletét is?

-Mivel az egyenld oldali haromszog egyben egyenlOszara is,
alkalmazhatjuk az el6bb levezetett teriiletképletet, raadasul itt mar minden oldal

egyenld, tehat:
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T = =——m =
2

5.2. Feladat

Adott a derékszogii trapéz két alapja és a derékszog melletti szara. Mekkora a

trapez keriilete?

A motivaci6 érdekében ismét egy érdekesebb szoveggel probalkozunk.

ror

Egy Google Térkép miiholdfelvételérdl deriilt ki, hogy a gyonyiii focipalya egyik
oldalvonala 107 m helyett 109 m hosszu ( 28. &bra). A pdlydat azonnal dtépitették,
meérete jelenleg szabvanyos: 107 x 68m. Szamitsd ki, hany méterrel kell kevesebbet

futnia az atépités utan annak a focistanak, aki mindig a festett vonalakon haladva futja

kérbe a palyat?®

s
S
=i
&
‘f’).

28. abra’

1) Ertsd meg a feladatot!

® A feladat &tletét a kévetkezd cikkbdl meritettem:
http://www.nemzetisport.hu/sportszelep/evtizedekig-volt-trapez-alaku-a-gonyui-focipalya-kep-video-
2199531

°A kép forrasa:
https://maps.google.hu/?ie=UTF8&I1=47.734824,17.829636&spn=0.002082,0.005284&t=h&z=18&sourc
e=embed
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A didkoknak el kell mondaniuk a feladatot sajat szavaikkal. Illetve
matematikailag is meg kell tudniuk fogalmazni a problémat. Vagyis hogy a focipalya
kezdetben derékszogl trapéz alaku volt, melynek kisebbik alapja 107 m, nagyobbik 109
m hosszu volt. A derékszog melletti szara 68 m, a masikat nem ismerjiik. Ezt a palyat

épitették at téglalap alakuva.
2) Készits tervet!

Amennyiben tanuldinknak fogalmuk sincs, hogyan lassanak hozzé4 a feladathoz,

szlikség lehet néhany segitd kérdésekre is. Ezek lehetnek példaul a kdvetkezok:

- Mit kérdez a feladat?

- Azt, hogy hany méterrel kevesebbet fut a focista atépités utan, mint
elotte?

- Hogyan tudjuk meg, hany métert fut atépités utan?

-?

- Tudjuk az atépités utani palya méreteit. Tegyiik fel, csak a 107 m hosszu
oldalvonal mentén fut végig? Hany métert fut ekkor?

- 107 mérert.

- Mondjuk, kevesli ezt a futdast, és vegigfut a révidebb oldal mentén is.
Hany métert fut ekkor?

- 175 métert.

- Es ha kérbefutja a palyat?

- Akkor 0ssze kell adni a téglalap alaka palya 6sszes oldalhosszat, vagyis
ki kell szamitani a palya keriiletét.

- Es hogyan tudjuk meg, hogy mennyivel futott tobbet, mint az atépités
elott?

- Kiszamitjuk az el6z0 palya, azaz a deré¢kszogl trapéz keriiletét, €s a kettd

kiilonbsége lesz az eredmény!

A megoldasi terv egy része kész van, a problémat nyilvan az okozza, hogy nem
ismert a trapéz egyik szara. Ekkor készittessiink a didkokkal 4brat, majd az el6zd
feladatndl leirt modon vezessiik ra észrevétleniil ismét Oket a trapéz hosszabbik

szaranak kiszdmitdsara. Ez torténhet a kdvetkezdképpen:
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- A feladatot ismét lesziikitettiik arra a problémara, hogy ki kell szamitani
a trapéz egyik szarat, ami egy szakasz. Nem talalkoztunk mar olyan
problémaval, amikor egy szakasz volt az ismeretlen?

- De, példaul a satoros feladatnal. Ott ki kellett szdmolni a haromszogek
magassagat ahhoz, hogy aztan meghatarozzuk a tertiletiiket.

- Nem tudnad az ottani eljardst valahogy itt is alkalmazni?

- Ott Pitagorasz tételét hasznaltuk. De itt nemhogy derékszogli haromszog
nincsen, de még haromszog se.

- De nem tudnal esetleg mégis egy olyan derékszogii haromszoget talalni,
aminek koze van a trapéz szarahoz?

- Ha behuzom a magassagot, kapok egy ilyen hdromszoget.

A fenti parbeszéd egy képzeletbeli példa csupan. Nem biztos, hogy minden didkot
ilyen hosszasan kell vezetni, mig eljut a j6 gondolathoz, de akar az is eléfordulhat, hogy
a feltett kérdések ellenére sem vilagos, hogy mi a teendd. Ilyenkor tiirelmesen, egyre
direktebb kérdezéssel lehet tovabbvinni az uton tanitvanyainkat. A lényeg azonban,
hogy meghagyjuk a felfedezés 6romét, hagyjuk, hogy 6 jojjon ra, hogyan is kell
megoldani a problémat. Hagyjunk megfeleld mennyiségli idét a gondolkodasra és a
szarnybontogatasra. Ezért nagyon fontos a differencidlt oktatds: mindenki a sajat,
egyéni tempdjaban nyujtsa a tdle telhetd maximumot. A matematikaval vald foglalkozas
orome legyen fiiggetlen az egyéni képességektdl: rendelkezzen az illetd a lehetd legjobb
matematikai affinitassal vagy csak szerényekkel — mindegy! Lelje 6romét a matekban

mindenki!

A végleges megoldasi terv elkésziilése utan johet az adatokat és a sziikséges

segédvonalat tartalmazo rajz (29. abra):
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109

A E B
O .
68
D C
®
107
29. abra
3) Hajtsd végre a tervet!

A szemlélet nyilvan azt sugallja, hogy a DE = BC, DC = BE. Diakjainkat azonban
hozz4 kell szoktatni ahhoz, hogy egyrészt a szemlélet megtévesztd lehet, masrészt pedig
ha igazuk is van, be kell bizonyitaniuk. Néhany ravezetd kérdéssel vezethetjiik el dket

erre az igazolasra.

- Hogyan tudnad igazolni, hogy BE = CD és ED = BC?
-?

- Mely alakzatnak része az emlitett négy szakasz?

- Az EBCD téglalapnak.

- Biztos vagy benne, hogy egy téglalaprol van szo?

- lgen.

- Mitol teglalap az EBCD négyszog?

- Két-két szemkozti oldala parhuzamos, és minden szoge derékszog.

- Helyes. Es miért kovetkezik ebbSl, hogy az emlitett szakaszok
egyenlosége?

- Mert a téglalap szemkozti oldalai egyenldk.
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Az AED derékszogli haromszogre alkalmazva a Pitagorasz-tételt kapjuk,

hogy:
AD = JAE? + ED? = V4628 =~ 68,03 (m)
Az ABCD trapéz kertilete:
Kupcp = AB + BC + CD + DA = 109 + 68 + 107 + 68,03 = 352,03 (m)

A palya atépitése utan a palya téglalap alaku lett (a 29. abra jelolésével €lve:

EBCD téglalap). Ennek kertilete:

Azt, hogy mennyivel kell kevesebbet futnia a focistdnak, a két keriilet

kiilonbsége adja:
KABCD - KEBCD = 352,03 - 350 = 2, 03 (m)

4) Ellendrizd a megoldast!

A feladatot és annak megoldasi menetét ujra atnézetjiik a tanulokkal. Esetleg
altalanosittatni is lehet oly moédon, hogy ha adott egy derékszogli trapéz két alapja
¢s magassaga, ki tudjuk szdmitani a trapéz ismeretlen oldalat (ebbdl pedig kertiletét,
ha sziikséges). Legyen:

a és b a két alap (ahol a > b)
m — a trap€z magassaga

X — a trapéz ismeretlen szara

Ekkor a trapéz egyik szdra megegyezik a magassaggal, masik pedig kifejezhetd a

kovetkezoképpen:

x = \/(a—b)%+m?
5.3. Feladat

Egy egyenl6 oldalélii csonkagula alapja négyzet. Adott az alaplap és a feddlap éle,

illetve a magassaga. Mekkora mekkora a felszine?

A feladat szovege lehet a kovetkezo:
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Feladat

A vilag csupan a Il. vilaghaboru soran szembesiilt azzal a ténnyel, hogy Kina
legalabb annyira hires lehetne piramisairol, mint Egyiptom. Egy amerikai pilota Xian
varosa folott repiilve pillantotta meg ugyanis az azota Nagy fehér piramisnak nevezett

épitményt, melyrél azon nyomban fotokat is készitett (30. dbra)

30. abra™®

A kinai kormany ismeretlen okok miatt 2050-ig megtiltotta a nagy fehér piramis és

a térség kisebb piramisainak régészeti feltdrdsdtll

Hany m? tiveglapra lenne sziikség, ha el szeretnénk késziteni az egyenld oldalélii
csonka gula alaku Nagy Fehér Piramis pontos iivegmdasat, ha tudjuk, hogy az épitmény
alapja 222 x217 m, fedélapja 55x54,25 m, magassdaga pedig 46 m és az alaplapja nem

tivegbol keésziilne?

Megjegyzés: Attol fiiggden, hogy milyen korosztadlynak szanjuk a feladatunkat,
szilkség lehet egy kis elméleti bevezetdre. A feladat megolddsa ugyanis nem igényel
tobb ismeretet, mint a téglalap és trapéz teriiletének kiszamitdsa és a Pitagorasz-tétel,

tehat példaul altalanos iskola 7-8. osztalyaban is megoldhaté a feladat, am az altalanos

0 kép forrasa: http://ancientx.com/nm/anmviewer.asp?a=84

1 A feladat szbvegének otletét a kdvetkezd forrasbdl meritettem:
http://hu.wikipedia.org/wiki/K%C3%ADnai_piramisok
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iskolai matematikai kerettantervben nem szerepel a csonka gﬁlalz, tehat ha az emlitett
osztalyok mellett dontiink, tisztaznunk kell az oldalél, az alap- és feddlap, a felszin, az
egyenld oldalélii csonka gula stb. fogalmat. Demonstracios eszkozként egy téglalap

alaku csonka gulat is bevihetiink.
Megoldas:

A feladat szovegének megértése utdn johet a lényeges rész, a megoldasi terv

készitése.
2) Megoldasi terv
Néhany segit6 kérdés a megoldashoz:

- Mit kérdez a feladat?

-Hogy hany négyzetméter {iiveglapra van sziikkség a piramis
elkészitéséhez?

- Hogy tudnad ezt kiszamitani?

- Ki kell szamolni a csonka gula oldallapjainak és feddlapjanak teriiletét,
majd ezek dsszegét kell venni.

- Ki tudod-e hdt ezeket a teriileteket szamitani?

- A feddlapét igen, mert megvan a téglalap mindkét oldala. Az
oldallapokét nem, mert az egy olyan trapéz, aminek nem tudom a magassagat.

- Hogyan tudnad ennek a trapéznak a magassagat kiszamitani?

-7

- Nem csinaltunk mar korabban olyan feladatot, amikor ugyanez volt az
ismeretlen?

-?

-Es olyan feladattal foglalkoztunk-e mdr, mikor egy trapéz bizonyos
adatai ismertek voltak, és ebbdl kellett kiszamolni mas adatokat?

-7?

- Emlékszel a gyiindi focipalya esetére?

-Igen, de az egy derékszogli trapéz volt, a mi esetiinkben pedig egy

egyenldszarh trapéz van.

12 Az aktualis matematikai kerettanterv: http://kerettanterv.ofi.hu/2 melleklet 5-8/2.2.03 matemat 5-
8.doc
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- Nem tudnal mégis egy derékszogii trapézt talalni a csonka gulaban?

-De, példaul ha behizom az egyenlé szart trapéz alaka oldallap
valamelyik magassagat. Sot, két magassagat, mert akkor két derékszogli
haromszoget kapok. igy felosztom a trapézt egy téglalapra és két derékszogi
haromszogre. Ha kivonom a nagyobbik alapbol a kisebbiket ¢és elosztom
kettdvel, meglesz az egyik befogd, az oldallap magassaga lesz a masik befogo,
az oldalél pedig az atfogd. Es Pitagorasz-tételébdl ki tudom szamitani az
oldallap magassagat. De nem, mégsem jO, mert a csonka gula oldalélét sem
ismerem.

- Felhasznaltal minden adatot?

- Hat, a csonka gula magassdgat még nem.

- Probalj meg egy olyan alakzatot talalni tehat, aminek koze van a gila
magassagahoz és az oldalélekhez.

- Megvan! Egy olyan egyenldszart trapéz, melynek egyik alapja az alaplap
atloja, masik alapja a feddlap atloja, magassaga a gula magassaga, szara pedig a
csonka gula oldalé¢le. Itt is a Pitagorasz-tétellel ki tudom szamolni a szérat, ami a
gula oldaléle.

- Kész a megoldasi terved! Készits abrat, majd oldd meg a feladatot!

3) Hajtsd végre a tervet!

A térgeometriai feladatok megoldasanal nagyon fontos a helyes dbra hasznalata.
Diékjainkat buzdithatjuk arra, hogy azt az alakzatot, amelyben épp dolgoznak, kiilén

szinnel emeljék ki (31. dbra)
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31. sbra
Még jobb, ha kiilon ki is rajzoljak (32. abra)

Q P

54,25

55

32. abra

A Pitagorasz-tételt felhasznalva kapjuk:

PN = /NO? + 0P%2 = /552 + 54,252 ~ 77,25 (m)
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Hasonléan az MLKIJ téglalap atléjanak hossza is kiszamithato:

L] = JLK? + KJ? = /2222 + 2172 ~ 310,44 (m)

Ahhoz, hogy meghatdrozzuk a csonka gula oldalélének hosszat, az NPLJ egyenl8szaru

trapézban kell tovabb dolgoznunk (33. dbra):

33. 4bra

A megfelel sikmetszetet kirajzolva (34. dbra):
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77.25

N P
46 46
J A B L
e} O
310,44
34. abra

A 34. 3bra jeloléseit hasznalva:

NPBA négyszog téglalap (szemben fekvd oldalai parhuzamosak, szogei 90°-
osak), tehat

AB=NP=77,25m.
Mivel NPLJ négyszdg szimmetrikus trapéz:

JL—AB 310,44 —77,25

A=BL=
J 2 2

= 116,595 (m)

NAJ derékszogli haromszdgben a Pitagorasz-tétel alapjan:

NJ = \/NAZ +AJ? = \/462 + 116,595%2 =~ 125,34 (m)
Mivel a csonka gula minden oldaléle egyenld, ezért

NJ=0OK=PM =QM = 125,34 m.
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35. abra

Az NOKIJ egyenldszaru trapézt kiilon kirajzolva:

55

36. abra
_JK-NO

= 83,5 (m)



Az NEJ derékszogli haromszogben pedig a Pitagorasz-tétel alapjan:
NE =,/NJ? —JE? =~ 93,48 (m)

Most mar kiszdmithat6 NOKJ és QPLM egyenldszara trapézok teriilete (a két

trapéz a megfeleld oldalak egybevagosaga miatt egybevago)

JK+NO
2

TQPLM = TNOK] = NE = 1294‘6,98 (mz)

A masik két egybevago oldallap magassagat kiszamitva megkapjuk azok teriiletét

is. Példaul a QNJM trapézban (37. abra):

217 — 54,25
V= """

> = 81,375 (m)

QVM derékszogli haromszogben a Pitagorasz-tétel alapjan:

QV = QM2 — MVZ ~ 95,33 (m)

QN + MJ

Tpokr = Tonmy = 2 -QV %~ 12929,13 (m?)
54,25
Q N
® ®
125,34 125,34
M \ Z J
° ® ® °
217
37. abra

Az oldallapok Gsszteriilete tehat:
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T, =2-12929,13 + 2-12946,98 = 51752,22 (m?)

A feddlap egy téglalap, igy teriilete:
T; = 55+ 54,25 = 2983,75 (m?)

A sziikséges liveglapmennyiség pedig:
T =T, + Tr = 54735,97 (m?)
4) Ellenérizd a megoldast!

A megoldas ellendriztetésekor ne mulasszuk el a megoldaskor kapott eredmény
Osszehasonlittatasat. Tippelhetnek, hogy melyik eurdpai allam teriiletével egyezik meg
ez a szam. A helyes valasz Vatikan, aminek a tertilete 0,44 kmz, tehat kisebb, mint a
Nagy Fehér Piramis élethti modelljéhez sziikséges tiveglapok teriilete. Ha az alaplapot is

tivegbdl készitenénk:
T, = 222 - 217 = 48174 (m?)
Ez mér 6nmagaban Vatikdnnal nagyobb teriiletii tiveglapot igényelne.

A megoldas attekintése utan nem art, ha egy masik megoldasi lehetdségre is

ravezetjik diakjainkat. Ez lehet példaul a kovetkez6 (38. abra):
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38. abra

A GEIH derékszogl trapézban a G csticsbol is meghtzhatjuk a magassagot (39.
abra). A derékszogl trapéz két alapjanak kiilonbsége adja a HA szakasz hosszat, a
HAG derékszogli haromszogbdl pedig kiszamithato a Pitagorasz-tétel segitségével a GH

szakasz, ami a QNJM oldallap magassaga lesz.

Mivel POKL trapéz egybevagd QNJM trapézzal, ezért magassaguk hossza is
megegyezik.

A HI és GE szakaszok pedig parhuzamosak ML ¢és QP szakaszokkal, illetve
athaladnak az alap- illetve feddlap atloinak metszéspontjan, vagyis kozépvonalak JML
és NQP derékszogli haromszogekben, azaz ML és QP oldalak felével egyenldk (38.
abra).
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39. sbra

Hasonldéan szamithato ki az NOKJ és QPLM oldallapok magassaga is.
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VI. A hibak szerepe a matematikaoktatasban

Az okos ember mas karan tanul, a bolond a magaén sem — tartja a mondas, s
barmily meglepd, nincs ez masként a matematika oktatisaban sem. A felfedeztetd
matematikaoktatds miivel6i hatalmas jelentdséget tulajdonitanak a hibaknak, s azok
kezelésének. Furdek Attila tobb cikket is publikalt a témaban [17], [18], [19]. Ordin
rendszeresen alkalmazza a hibakeres6 modszert, melynek 1ényegét a didkok masok
hibajabol valo tanuldsaban latja. Gyakran szadndékosan kreal hibakat, maskor a didkok
egy-egy hibas megoldasat iratja fol a tablara, az sem ritka eset, hogy két, latszolag
helyesnek tiind megoldast mutat, melyek mdas-mas eredményre vezetnek. Céljat
mindhdrom esetben eléri — egyrészt a didkoknak folyamatosan képben kell lenniiik
ahhoz, hogy felfedezzék a hibakat, masrészt pedig a nyilt ellentmondasok feszegetése
aktivizald hatdsu — ez pszichologiai tény, harmadsorban pedig, ami talan a
legfontosabb, egy Onerébdl felfedezett hiba emlékezetes marad — az ember ezt nem

felejti el egykdnnyen.

Egy egyszerii példat alapul véve szemléltetem a fent leirtakat [17]:

Oldjuk meg a
JxZ—6x+9=1-3x
egyenletet.
Egy tanulo megoldadsa A tanar megoldasa
Mindkét oldalt négyzetre emeljiik. Felismerjiik egy kéttagu kifejezés négyzetét:

(Ve —6x+9) = (1-3x) F-bx+9= (x—3)°

‘ Behelyettesitve az eredeti egyenletbe:
Ebbdl azt kapjuk, hogy:

X% — 6x +9 =1 — 6x + 9x2 (VG=37)=1-3x

8x2 =8 A gyok és a négyzet semlegesitik egymast.
x: =1 x—3=1-3x
X1, =1 4x = 4
A négyzetre emelés miatt sziikséges az x=1
ellendrzés: Mivel a megoldds sordn nem emeltiink

négyzetre, nem sziikséges a helyettesités ellendrzése.

(VEDZ=6- (D + 9)2 =1-3-(-1)
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amiigaz (4 = 4) Vilasz: x = 1.

és

(J12—6-1+9)2=1—3-1
ami hamis (2 # -2)

valasz: X = — 1.

Az ilyen és ehhez hasonl6 példédkon felbuzdulva engedtem meg én is a hibazast az

egyik oramon. A feladat a kovetkezé volt [20]:

Egy deltoid koré kor irhatd. Szamitsd ki a deltoidba irhatd kor sugarat, ha tudjuk,

hogy a deltoid két kiilonb6z6 oldala 12 és 5 cm hosszasagu.

Az egyik didk lelkesen jelentkezett, kérte, hadd oldja meg a tdblanal a feladatot.

Rajza és indoklasa a kovetkezo volt (40. dbra):

40. sbra
Legyen AC=AD =5cm
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CB=DB=12cm.

Mivel a deltoid koré kor irhato, a kor kézéppontja rajta van a deltoid AB
szimmetriatengelyén. Thalesz tétele alapjan az ACBA és ADBA derékszogl. Pitagorasz

tétele alapjan:

AB =+VBC? + ACZ = 25 + 144 = 13 (cm)

Tudjuk, hogy DC felezi az ACB szdget, vagyis ACD és BCD szogek 45°-0sak.
Mivel AC = AD, a DACA egyenldszaru, tehat az alapnal fekvo szogei egyenlok:

ACD szog = ADC szog = 45°.

A haromszog belsé szogeinek dsszege 180°, amibdl kovetkezik, hogy DAC szog
=90°.

Pitagorasz tétele alapjan:DC = VAD? + AC2 = /25 + 25 = 5v/2 (cm)
Mivel E felezi a DC atlot, ezért:
DE = EC = 2,5v/2 (cm)

A megoldés tobbi része a példa szempontjabdl nem relevans. A lényege az volt,
hogy AEC A-ben a Pitagorasz-tétel alapjan szamolta ki AE befogot, BE hosszat pedig
AB ¢s AE kiilonbségébdl. Majd ADCA ¢és DBCA teriiletének Osszeadasaval megkapta
az ADBC deltoid teriiletét. Amibdl az érintdnégyszogekre felirt

Osszefiiggésbol (ahol T — a négyszog teriilete, k — a keriilete, r — a beirt kor sugara)

kiszamitotta a sugarat.

Annak ellenére, hogy egy elég sulyos hibat kovetett el, az osztaly sz6 nélkiil leirta
a megoldast — senki sem vette €szre a hibat. Ezutan azt mondtam, jatszunk tovabb a

feladattal.
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Mivel a deltoid szimmetriatengelye az AB, ezért nyilvan CBDA is szimmetrikus,
azaz egyenldszard. A haromszog alapszogei tehat egyenlok: DCB sz6g = BDC szog =

45°, amibdl azt kapjuk, hogy DBC szog = 90°.

Pitagorasz tétele alapjan:

DC = /DB? + BC? = V144 + 144 = 2312 (cm)

De hogyan lehet az, hogy ADC A-bdl és BDC A-bdl kiszamolva DC-t mas-mas
értékeket kapunk? Hol a hiba?

Itt mar elkezdtek mozgolddni, és par percen beliil tobb ember is rajott, hogy annak

ellenére, hogy a rajzon ,,0gy latszik™, a deltoid kisebbik atloja mégsem felezi a szoget.

Sokan azt mondhatjdk, az emlitett hiba a deltoid atloinak egy olyan trividlis
tulajdonsagabol ered, amit mindenkinek tudni kell, s ennek igazat is kell adnom. A
gyakorlat azonban mégis azt mutatja, hogy a szemlélet gyakran megtéveszti a didkokat,
€s mert az aktualis rajzon ugy latjak, ezért nem gondolnak bele abba, hogy a deltoid
altaldban nem ilyen. Persze, ha lett volna legaldbb egy didk, aki tudta volna... de sajnos
a tapasztalat azt mutatja, hogy néha még egy olyan didk sincs. Osszességében azt
gondolom tehat, hogy érdemes volt végigvinni a feladatmegoldé tanul6 gondolatat, mert
a hibakeresés soran mindenki nyert: aki megtalélta a hibat, az a felfedezés 6romét, aki
pedig nem, az ujra atnézte a feladatot, gondolkodott rajta, Gjra beleélte magat, s igy

tarsai magyardzata alapjan meg is értette azt.
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VII.  Osszefoglalas

Dolgozatomban a Pitagorasz-tétel egyik atdarabolasos bizonyitasabdl indultam ki
(melyet jatékos formaban dolgoztam fel), és hasonlé meggondolassal mutattam be a
koszinusztétel egy nem kozismert bizonyitasat. A Pitagorasz-tétel emlitett bizonyitasa
sordn szerzett pozitiv tapasztalataim azt mutatjak, a koszinusztétel ezen atdaraboldsos
bizonyitdsa a didkok szamara is érdekfeszitobb lehet a szokasos skaldrszorzatos
igazolasnal. Réadasul ez a bizonyitds még inkdbb ramutat a tényre, miszerint a

Pitagorasz-tétel a koszinusztétel egy specialis esete.

A csuklos sokszogekrol szolo fejezetet a haromszogek és négyszogek egyes
tulajdonsagainak tapasztalati uton to6rténé megismertetésére szantam. A fejezetben
konkrét gyakorlati feladatokon keresztiil a felfedezteté matematika modszerének
segitségével mutattam be az egyes tulajdonsagokat. A feladatok foként kevés
eldismerettel rendelkezO altalanos iskolas tanuloknak szoélnak, de koziililk néhanyat

preciz bizonyitassal kozoltem, a kozépiskolai korosztalyt célozva meg ezzel.

A téglalap és négyzet négyzetekre vald atdaraboldsardl szolo fejezetemet a
matematika irdnt fokozottan érdeklddd tanulok szamaéra irtam. A négyzet nem tokéletes
daraboldsanak bemutatdsa soran célom az volt, hogy az egyéni darabolasok soran
szerzett tapasztalatokat a didkok sajat maguk fogalmazzak meg, kimondva ezzel a
megfeleld tételt. A tokéletes darabolasokrol szolo fejezetben pedig egy egyszerii

algebrai eljaras segitségével torténd darabolast mutattam be.

A feladatmegoldasokrol szolo fejezetben sajat, fokozottan nehezedd feladatokon
keresztiil mutattam be a felfedeztetd matematikai problémamegoldas Polya Gyorgy altal
fontosnak tartott f6 1épéseit. Mivel a Pitagorasz-tétellel mar az els6 fejezetben is
foglalkoztam, ezért ebben a fejezetben, tovabblépési lehetdségként is e témakorre
épitettem fel a feladataimat. Minden feladatszoveg megalkotasdnal nagy figyelmet

forditottam arra, hogy egy valds €letbdl vett problémat tartalmazzon a feladat.

frasom végén, mintegy lezarasként kiilon kitérek a problémamegoldas soran ejtett

hibék jelentOségeére.

Konkluzioként 6szintén elmondhatom, hogy kezdeti feltevésem, miszerint a

felfedeztetd matematika modszere motivald hatasa és érdekfeszitd, munkam sorén teljes
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mértékben beigazolddott. Nem allitom, hogy ez az egyetlen helyes ut a matematika
oktatasaban, de nem hiszem, hogy van egyaltalan ilyen, a 1ényeg az, hogy mindenki
megtaldlja a sajat utjat, amiben hitelesen tud mozogni, s amellyel leginkabb 4t tudja

adni e gyonyorti tudomany minden szépségét, s ami a legfontosabb: a szeretését.
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IX. Koszonetnyilvanitas

EzOton szeretnék koszonetet mondani témavezetdomnek, Dr. Hegyvari Norbert
tandr Urnak a szakdolgozatomhoz nytjtott sok-sok segitségéért, hasznos tanacsaiért, az
atadott szaktudasért, tapasztalatokért ¢és kedvességéért, mérhetetlen tiirelméért és
illetve azért, hogy konzulensi feladatait messzemen6en meghaladva tamogatott munkam

soran.

Tovabbd szeretném megkdszonni férjemnek azt a mérhetetlen segitséget,
kedvességet, megértést ¢és biztatast, mellyel a dolgozatom irdsa kozben végig
tamogatott. Illetve koOszondom azt a kritikus hozzaallasat ¢és fejlesztd hatasu
megjegyzéseit IS, mellyel csak egy jogasz tudja eléremozditani egy matematikatanar

munkajat.
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